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Òðè-òêàíü Ìóôàíã M èíäóöèðóåò íà áàçå êàæäîãî èç òðåõ åå ñëîåíèé
îäíó è òó æå ñåðäöåâèíó.

Moufang three-webM induces the same core on the base of each of its three
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Ââåäåíèå

Èçâåñòíî [1], ÷òî ëþáàÿ ëåâàÿ òðè-òêàíü Áîëà (òêàíü Bl ≡ Bl(r, r, r)) èíäóöèðó-
åò íà áàçå ïåðâîãî ñëîåíèÿ ëîêàëüíî ñèììåòðè÷åñêóþ ñòðóêòóðó, êîòîðàÿ ïîðîæ-
äàåòñÿ ëîêàëüíîé ãëàäêîé êâàçèãðóïïîé, íàçûâàåìîé ñåðäöåâèíîé òêàíè Áîëà. Â
íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ òðè-òêàíü ÌóôàíãM ≡M(r, r, r), êîòîðàÿ, êàê
èçâåñòíî, ÿâëÿåòñÿ ëåâîé òêàíüþ Áîëà. Ïîýòîìó îíà ïîðîæäàåò íà áàçå ïåðâîãî
ñëîåíèÿ ñåðäöåâèíó. Ïîñêîëüêó òêàíü Ìóôàíã ÿâëÿåòñÿ òàêæå ïðàâîé è ñðåäíåé
òêàíüþ Áîëà (òêàíüþ Br ≡ Br(r, r, r) è Bm ≡ Bm(r, r, r) îäíîâðåìåííî), òî îíà èí-
äóöèðóåò ñåðäöåâèíó íà áàçàõ åå âòîðîãî è òðåòüåãî ñëîåíèé, ïðè÷åì òó æå, ÷òî è
íà áàçå ïåðâîãî ñëîåíèÿ, òàê êàê âñå óêàçàííûå ñåðäöåâèíû çàäàþòñÿ â íåêîòîðûõ
ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ îäíèìè è òåìè æå óðàâíåíèÿìè (òåîðåìà 1). Ïîëó÷åííûé
ðåçóëüòàò ïðîèëëþñòðèðîâàí íà ïðèìåðå ñåðäöåâèíû âîñüìèìåðíîé òêàíè Ìó-
ôàíã, îïðåäåëÿåìîé ëóïîé Ìóôàíã ìèíèìàëüíîé pàçìåpíîñòè r = 4 [1]. Óêàçàíû
íåêîòîðûå ñâîéñòâà òðè-òêàíè, ïîðîæäàåìîé ýòîé ñåðäöåâèíîé (ïðåäëîæåíèÿ 1 è
2).

1. Ñåðäöåâèíû, ïîðîæäàåìûå òðè-òêàíüþ Ìóôàíã

Îïðåäåëåíèå 1. Òðè-òêàíüþW (r, r, r) íà 2r-ìåðíîì äèôôåðåíöèðóåìîì ìíî-
ãîîáðàçèè M íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü òðåõ ãëàäêèõ ñëîåíèé λ1, λ2 è λ3, ñëîè
êîòîðûõ èìåþò ðàçìåðíîñòü r, ïðè÷åì ëþáûå äâà èç ýòèõ ñëîåíèé íàõîäÿòñÿ â
îáùåì ïîëîæåíèè.
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Ñëåäóÿ [1], çàäàäèì ñëîåíèÿ òêàíè W (r, r, r) â íåêîòîðûõ ëîêàëüíûõ êîîðäè-
íàòàõ íà ìíîãîîáðàçèèM óðàâíåíèÿìè

λ1 : x = const, λ2 : y = const, λ3 : z = f(x, y) = const,

ãäå x = (x1, ..., xr), x ∈ X, y = (y1, ..., yr), y ∈ Y , z = (z1, ..., zr), z ∈ Z, à ôóíêöèÿ
f = (f1, ..., fr) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé è â êàæäîé òî÷êå ìíîãîîáðàçèÿM óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèÿì |∂f
∂x
| 6= 0, |∂f

∂y
| 6= 0.

Óðàâíåíèå z = f(x, y), ñ îäíîé ñòîðîíû, ñâÿçûâàåò ïàðàìåòðû x, y è z ñëîåâ
ïåðâîãî, âòîðîãî è òðåòüåãî ñëîåíèé òðè-òêàíè W (r, r, r), ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç îäíó
òî÷êó ìíîãîîáðàçèÿ M, è íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì òðè-òêàíè W (r, r, r). Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ýòî óðàâíåíèå îïðåäåëÿåò êâàçèãðóïïó

(·) : X × Y → Z, z = f(x, y) ≡ x · y, (1)

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíîé êîîðäèíàòíîé êâàçèãðóïïîé òêàíè W (r, r, r). Â ñî-
îòâåòñòâèè ñ [1] îáîçíà÷èì −1f ëåâóþ îáðàòíóþ îïåðàöèþ, à f−1 � ïðàâóþ îáðàò-
íóþ îïåðàöèþ êâàçèãðóïïû (1), òàê ÷òî

x =−1 f(z, y), y = f−1(x, z).

Ïåðåìåííûå x, y è z äîïóñêàþò ïðåîáðàçîâàíèÿ âèäà

x̃ = α(x), ỹ = β(y), z̃ = γ(z), (2)

ãäå α, β, γ � ëîêàëüíûå äèôôåîìîðôèçìû. Òðîéêà (α, β, γ) íàçûâàåòñÿ èçîòîïè-
÷åñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì èëè èçîòîïèåé [1]. Åñëè γ = id, òî èçîòîïèÿ íàçûâàåòñÿ
ãëàâíîé.

Ðèñ. 1 Ðèñ. 2 Ðèñ. 3

Â [1] îïèñàíû îñíîâíûå êëàññû òðè-òêàíåé W (r, r, r), â òîì ÷èñëå òðè-òêàíè
Áîëà � ëåâàÿ Bl ≡ Bl(r, r, r), ïðàâàÿ Br ≡ Br(r, r, r) è ñðåäíÿÿ Bm ≡ Bm(r, r, r).
Ýòè òêàíè õàðàêòåðèçóþòñÿ çàìûêàíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ êîí-
ôèãóðàöèé Áîëà � ëåâûõ (Bl), ïðàâûõ (Br) è ñðåäíèõ (Bm), ñì. ðèñ. 1 � 3. Ñëîè
ïåðâîãî, âòîðîãî è òðåòüåãî ñëîåíèé òêàíè èçîáðàæàþòñÿ íà ýòèõ ðèñóíêàõ âåð-
òèêàëüíûìè, ãîðèçîíòàëüíûìè è íàêëîííûìè ëèíèÿìè ñîîòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëåíèå 2. Òðè-òêàíü, íà êîòîðîé çàìûêàþòñÿ êîíôèãóðàöèè Áîëà
âñåõ òðåõ òèïîâ, íàçûâàåòñÿ òêàíüþ Ìóôàíã è îáîçíà÷àåòñÿ M .

Òàêèì îáðàçîì, òðè-òêàíü Ìóôàíã M ≡ M(r, r, r) ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî ëå-
âîé, ïðàâîé è ñðåäíåé òêàíüþ Áîëà.
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Îòìåòèì [1], ÷òî óñëîâèå çàìûêàíèÿ íà òêàíè êîíôèãóðàöèé Áîëà êàêèõ-ëèáî
äâóõ òèïîâ âëå÷åò çàìûêàíèå íà íåé è êîíôèãóðàöèé Áîëà òðåòüåãî òèïà, à èìåí-
íî:

(Bl) ∧ (Br)⇒ (Bm), (Bl) ∧ (Bm)⇒ (Br), (Br) ∧ (Bm)⇒ (Bl).

Ïîýòîìó â îïðåäåëåíèè òêàíè Ìóôàíã äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ òðåáîâàíèåì çà-
ìûêàíèÿ íà òêàíè êîíôèãóðàöèé Áîëà êàêèõ-ëèáî äâóõ òèïîâ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òðè-òêàíü Ìóôàíã õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî ëþáàÿ åå ëî-
êàëüíàÿ êîîðäèíàòíàÿ êâàçèãðóïïà èçîòîïíà ëóïå Ìóôàíã. Íàïîìíèì [1], ÷òî ëó-
ïà (êâàçèãðóïïà ñ åäèíèöåé) ÿâëÿåòñÿ ëóïîé Ìóôàíã, åñëè â íåé âûïîëíÿåòñÿ
òîæäåñòâî Ìóôàíã:

(u ◦ v) ◦ (w ◦ u) = u ◦ ((v ◦ w) ◦ u)

èëè êàêîå-ëèáî èç ýêâèâàëåíòíûõ åìó òîæäåñòâ:

u ◦ (v ◦ (u ◦ w)) = ((u ◦ v) ◦ u) ◦ w, ((w ◦ u) ◦ v) ◦ u = w ◦ (u ◦ (v ◦ u)),

ãäå (◦) � îïåðàöèÿ â ëóïå.
Ïîñêîëüêó òðè-òêàíü Ìóôàíã ÿâëÿåòñÿ ëåâîé òêàíüþ Áîëà, òî îíà îáëàäàåò

ñåðäöåâèíîé. Òàê íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíàÿ êâàçèãðóïïà, îïðåäåëÿåìàÿ íà áàçå ïåð-
âîãî ñëîåíèÿ òêàíè Bl ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó (ñì. [5] èëè ïðèëîæåíèå 1 ê ìîíî-
ãðàôèè [1]). Óñëîâèþ çàìûêàíèÿ íà òêàíè Bl êîíôèãóðàöèé (Bl) ñîîòâåòñòâóþò
ðàâåíñòâà

f(x1, y1) = f(x̄1, ȳ1), f(x2, y1) = f(x1, ȳ1),

ãäå x1, x̄1, x2 ∈ X, y1, ȳ1 ∈ Y , ñì. ðèñ. 1. Èñêëþ÷àÿ èç íèõ ȳ1 è îáîçíà÷àÿ

x1 = a, x̄1 = b, x2 = c, (3)

ïîëó÷èì óðàâíåíèå f(c, y1) = f(a, f−1(b, f(a, y1))), êîòîðîå çàïèøåì â ÿâíîì âèäå

c =−1 f(f(a, f−1(b, f(a, y1))), y1). (4)

Îíî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî y1 ∈ Y è çàäàåò îïåðàöèþ (∗) : X × X → X, c =
a ∗ b, íàçûâàåìóþ ñåðäöåâèíîé òðè-òêàíè Bl. Èçâåñòíî [1], ÷òî ñåðäöåâèíà òðè-
òêàíè Bl ÿâëÿåòñÿ èäåìïîòåíòîé (a ∗ a = a), ëåâîîáðàòèìîé (a ∗ (a ∗ b) = b) è
ëåâîäèñòðèáóòèâíîé (a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ (a ∗ c)). Ïîýòîìó îíà èçîòîïíà ëåâîé ëóïå
Áîëà. Èçâåñòíî òàêæå [5], [6], ÷òî ñåðäöåâèíà òêàíè íå èçîòîïíà, âîîáùå ãîâîðÿ,
êîîðäèíàòíîé êâàçèãðóïïå ýòîé òêàíè.

Óêàæåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà òðè-òêàíè Ìóôàíã, ñâÿçàííûå ñ ïîíÿòèåì ñåðäöå-
âèíû.

Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî â ñèëó çàìûêàíèÿ íà òðè-òêàíè Ìóôàíã êîíôèãóðàöèé
(Br) è (Bm) àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ëîêàëüíûå êâàçèãðóï-
ïû (ñåðäöåâèíû) íà áàçàõ âòîðîãî è òðåòüåãî ñëîåíèé òêàíè M . Òàê, óñëîâèþ
çàìûêàíèÿ íà òðè-òêàíè M êîíôèãóðàöèé (Br) ñîîòâåòñòâóþò ðàâåíñòâà

f(x1, y1) = f(x̄1, y2), f(x1, y2) = f(x̄1, ȳ2),

ãäå x1, x̄1 ∈ X, y1, y2, ȳ2 ∈ Y , ñì. ðèñ. 2. Èñêëþ÷èì èç ýòèõ ðàâåíñòâ x̄1 è îáîçíà÷èì

y2 = ā, y1 = b̄, ȳ2 = c̄, (5)
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â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì óðàâíåíèå f(x1, ā) = f(−1f(f(x1, b̄), ā), c̄), êîòîðîå òàêæå
çàïèøåì â ÿâíîì âèäå

c̄ = f−1(−1f(f(x1, b̄), ā), f(x1, ā)). (6)

Îíî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî x1 ∈ X è îïðåäåëÿåò íà áàçå âòîðîãî ñëîåíèÿ òêàíè
ëîêàëüíóþ êâàçèãðóïïó (∗̄) : Y × Y → Y , c̄ = ā∗̄b̄.

Òåïåðü ðàññìîòðèì íà òêàíè M óñëîâèå çàìûêàíèÿ êîíôèãóðàöèé (Bm):

z11 = f(x1, y1), z12 = f(x1, y2) = f(x2, y1), z22 = f(x2, y2), (7)

ñì. ðèñ. 3. Èñêëþ÷àÿ èç óðàâíåíèé (7) ïåðåìåííûå x1, x2, y2, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

z22 = f(−1f(z12, y1), f−1(−1f(z11, y1), z12)), (8)

êîòîðîå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ëþáîãî y1 ∈ Y , à ïîòîìó çàäàåò íà áàçå Z òðå-
òüåãî ñëîåíèÿ òêàíè M ëîêàëüíóþ êâàçèãðóïïó (∗̃) : Z × Z → Z, z22 = z12∗̃z11.
Óðàâíåíèå (8) ìîæåò áûòü çàïèñàíî òàêæå â âèäå

z22 = f(−1f(z12, f
−1(x1, z11)), f−1(x1, z12)), (9)

êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç ðàâåíñòâ (7) èñêëþ÷åíèåì ïåðåìåííûõ y1, y2, x2 è äîëæíî
âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ëþáîãî x1 ∈ X.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òêàíè Ìóôàíã îïðåäåëåíû îïåðàöèè (∗), (∗̄) è (∗̃) ñîîòâåò-
ñòâåííî íà áàçå ïåðâîãî, âòîðîãî è òðåòüåãî åå ñëîåíèé. Ïîêàæåì, ÷òî ýòè îïåðàöèè
çàäàþò îäíó è òó æå ñåðäöåâèíó, òî åñòü âåðíà

Òåîðåìà 1. Òðè-òêàíü Ìóôàíã èíäóöèðóåò íà áàçå êàæäîãî èç òðåõ åå ñëîåíèé
îäíó è òó æå ñåðäöåâèíó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê ñêàçàíî âûøå, ëîêàëüíàÿ êîîðäèíàòíàÿ êâàçèãðóïïà
(1) òðè-òêàíè W (r, r, r) äîïóñêàåò èçîòîïè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ âèäà (2). Ïðè
ýòîì â ñåìåéñòâî èçîòîïíûõ êâàçèãðóïï âõîäÿò êîîðäèíàòíûå ëóïû òêàíè (êâà-
çèãðóïïû ñ åäèíèöåé). Ïóñòü â îêðåñòíîñòè ïðîèçâîëüíîé òî÷êè P ìíîãîîáðàçèÿ
M, íåñóùåãî ðàññìàòðèâàåìóþ òðè-òêàíü, ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû âûáðàíû òàê,
÷òî ôóíêöèÿ f îïðåäåëÿåò ëîêàëüíóþ êîîðäèíàòíóþ ëóïó òêàíè ñ åäèíèöåé e, òî
åñòü f(x, e) = x, f(e, y) = y. Ñ ó÷åòîì ýòîãî óñëîâèÿ íàéäåì óðàâíåíèÿ êâàçèãðóïï
(∗), (∗̄) è (∗̃).

Óðàâíåíèå (4) îïðåäåëÿåò êâàçèãðóïïó (ñåðäöåâèíó) c = a∗b íà áàçå X ïåðâîãî
ñëîåíèÿ òêàíè è âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî y1 ∈ Y . Â ÷àñòíîñòè, ïðè y1 = e ïîëó÷èì
óðàâíåíèå ýòîé êâàçèãðóïïû â âèäå

c = f(a, f−1(b, a)), a, b, c ∈ X. (10)

Àíàëîãè÷íî, óðàâíåíèå (6), îïðåäåëÿþùåå êâàçèãðóïïó c̄ = ā∗̄b̄ íà áàçå Y âòî-
ðîãî ñëîåíèÿ òêàíè, âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî x1 ∈ X, â òîì ÷èñëå äëÿ x1 = e. Ïðè
ýòîì óðàâíåíèå (6) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

c̄ = f−1(−1f(b̄, ā), ā), ā, b̄, c̄ ∈ Y. (11)
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Óðàâíåíèÿ (8) è (9), îïðåäåëÿþùèå êâàçèãðóïïó z22 = z12∗̃z11 íà áàçå Z òðå-
òüåãî ñëîåíèÿ òêàíè, âûïîëíÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ëþáûõ y1 ∈ Y è x1 ∈ X, â
òîì ÷èñëå äëÿ y1 = e è x1 = e. Ïðè ýòîì îíè ïðèâîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ê âèäó:

z22 = f(z12, f
−1(z11, z12)), (12)

z22 = f(−1f(z12, z11), z12), (13)

ãäå z11, z12, z22 ∈ Z.
Ñðàâíèâàÿ ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ (10) � (13), âèäèì, ÷òî óðàâíåíèÿ (10) è (12)

èìåþò îäèí è òîò æå âèä. Ýòè óðàâíåíèÿ ñâÿçûâàåò òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå
a→ z12, b→ z11, c→ z22, êîòîðîå ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ

z11 = f(x̄1, y1) = b, z12 = f(x1, y1) = a, z22 = f(x2, y1) = c,

(ñì. ðèñ. 1), ïðè y1 = e ñ ó÷åòîì îáîçíà÷åíèé (3).
Òåïåðü ñðàâíèì óðàâíåíèÿ (11) è (13). Ïðèâåäåì óðàâíåíèå (11) ê âèäó (13).

Â ñèëó ñâîéñòâà ëåâîé îáðàòèìîñòè ā∗̄(ā∗̄b̄) = b̄ îïåðàöèè (∗̄), îïðåäåëÿåìîé óðàâ-
íåíèåì (11), èìååì: b̄ = ā ∗ c̄ = f−1(−1f(c̄, ā), ā). Îòñþäà ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
c̄ = f(−1f(ā, b̄), ā), êîòîðîå èìååò òîò æå âèä, ÷òî è óðàâíåíèå (13). Òîæäåñòâåííîå
ïðåîáðàçîâàíèå ā → z12, b̄ → z11, c̄ → z22, ñâÿçûâàþùåå ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ñ
óðàâíåíèåì (13), ïîëó÷àåòñÿ èç ðàâåíñòâ

z11 = f(x̄1, y1) = b̄, z12 = f(x̄1, y2) = ā, z22 = f(x̄1, ȳ2) = c̄,

(ñì. ðèñ. 2) ïðè x̄1 = e ñ ó÷åòîì îáîçíà÷åíèé (5).
Òàêèì îáðàçîì, îïåðàöèè (∗), (∗̄) è (∗̃) çàäàþò îäíó è òó êâàçèãðóïïó � ñåðä-

öåâèíó òêàíè Ìóôàíã. �

2. Î ñåðäöåâèíå âîñüìèìåðíîé òðè-òêàíè Ìóôàíã

Íàéäåì óðàâíåíèÿ ñåðäöåâèíû âîñüìèìåðíîé òðè-òêàíè Ìóôàíã [1]:
z1 = x1e−y

4

+ y1ex
4

,

z2 = x2e−y
4

+ y2ex
4

,

z3 = x3ey
4

+ y3e−x
4 − (x1y2 − x2y1),

z4 = x4 + y4.

(14)

Ñîãëàñíî [1] ýòè ópàâíåíèÿ îïðåäåëÿþò ëóïó Ìóôàíã ìèíèìàëüíîé pàçìåpíîñòè
r = 4 ñ åäèíèöåé e(0, 0, 0, 0) � ëîêàëüíóþ êîîðäèíàòíóþ ëóïó ðàññìàòðèâàåìîé
òêàíè. Ïî òåîðåìå 1 ñåðäöåâèíà òêàíè Ìóôàíã ìîæåò áûòü çàäàíà óðàâíåíèåì
(10) èëè ýêâèâàëåíòíûì åìó óðàâíåíèåì (11). Ñíà÷àëà íàéäåì óðàâíåíèå âèäà
(10). Çàïèøåì åãî â íåÿâíîì âèäå:

f−1(a, c) = f−1(b, a). (15)

Äàëåå íàéäåì ïðàâóþ îáðàòíóþ îïåðàöèþ f−1 äëÿ ëóïû (14) è ñ ó÷åòîì ïîëó-
÷åííûõ ðàâåíñòâ çàïèøåì íåÿâíûå óðàâíåíèÿ (15) ñåðäöåâèíû. Èç íèõ ïîëó÷èì
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óðàâíåíèÿ ñåðäöåâèíû ðàññìàòðèâàåìîé òêàíè Ìóôàíã â ÿâíîì âèäå:
c1 = a1(ea

4−b4 + eb
4−a4)− b1,

c2 = a2(ea
4−b4 + eb

4−a4)− b2,
c3 = a3(ea

4−b4 + eb
4−a4)− b3,

c4 = 2a4 − b4.

(16)

Òåïåðü íàéäåì óðàâíåíèå ñåðäöåâèíû âèäà (11). Çàïèøåì ïîñëåäíåå â íåÿâíîé
ôîðìå

−1f(ā, b̄) =−1 f(c̄, ā),

çàòåì íàéäåì ëåâóþ îáðàòíóþ îïåðàöèþ −1f äëÿ ëóïû (14) è ïîäñòàâèì ïîëó÷åí-
íûå âûðàæåíèÿ â íåÿâíûå óðàâíåíèÿ ñåðäöåâèíû. Èç íèõ ïîëó÷èì òå æå ÿâíûå
óðàâíåíèÿ (16).

Ïîêàæåì, ÷òî íàéäåííàÿ ñåðäöåâèíà (16) íå èçîòîïíà êîîðäèíàòíîé ëóïå (14).
Äëÿ ýòîãî íàéäåì óðàâíåíèÿ ëóïû ñ åäèíèöåé e(0, 0, 0, 0), ãëàâíîèçîòîïíîé êâàçè-
ãðóïïå (16). Îíè èìåþò âèä:

w1 = u1 e
u4+2v4 + e−u

4−2v4

eu4 + e−u4 + v1,

w2 = u2 e
u4+2v4 + e−u

4−2v4

eu4 + e−u4 + v2,

w3 = u3 e
u4+2v4 + e−u

4−2v4

eu4 + e−u4 + v3,

w4 = u4 + v4.

(17)

Ýòà ëóïà ÿâëÿåòñÿ ëåâîé ëóïîé Áîëà, ïîñêîëüêó, êàê óæå áûëî ñêàçàíî, ëþáàÿ
ñåðäöåâèíà èçîòîïíà ëåâîé ëóïå Áîëà. Ïðè ýòîì, êàê ïîêàçûâàåò ïðîâåðêà, â ëóïå
(17) íå âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî ïðàâîé àëüòåðíàòèâíîñòè u ◦ (v ◦ v) = (u ◦ v) ◦ v, ïî-
ýòîìó îíà íå ÿâëÿåòñÿ ïðàâîé ëóïîé Áîëà [1] è, çíà÷èò, íå ÿâëÿåòñÿ ëóïîé Ìóôàíã.
Ñëåäîâàòåëüíî, ëóïà (17) íå èçîòîïíà ëóïå Ìóôàíã (14). Òàêèì îáðàçîì, âåðíî

Ïðåäëîæåíèå 1. Ñåðäöåâèíà (16) âîñüìèìåðíîé òðè-òêàíè Ìóôàíã íå èçî-
òîïíà êîîðäèíàòíîé ëóïå (14) ýòîé òêàíè.

Óêàæåì åùå îäíî ñâîéñòâî ñåðäöåâèíû (16). Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿ (16) çà-
äàþò ëîêàëüíóþ êîîðäèíàòíóþ êâàçèãðóïïó íåêîòîðîé âîñüìèìåðíîé ëåâîé òðè-
òêàíè Áîëà, îáîçíà÷èì åå B∗l . Ðàññìîòðèì ïåðâîå è ÷åòâåðòîå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû
(16):

c1 = a1(ea
4−b4 + eb

4−a4)− b1,
c4 = 2a4 − b4. (18)

Ñîãëàñíî [1] îíè îïðåäåëÿþò ÷åòûðåõìåðíóþ òðè-òêàíü Bl � ïîäòêàíü ðàññìàò-
ðèâàåìîé òðè-òêàíè B∗l . Ëåâàÿ îáðàòíàÿ êâàçèãðóïïà êâàçèãðóïïû (18) áóäåò êî-
îðäèíàòíîé êâàçèãðóïïîé ñðåäíåé òðè-òêàíè Áîëà (òêàíè Bm). ×åòûðåõìåðíûå
òðè-òêàíè Bm êëàññèôèöèðîâàíû Èâàíîâûì À.Ä. ïî îïðåäåëåííîìó ïðèíöèïó,
êîòîðûé çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Èçâåñòíî [3], ÷òî âñÿêàÿ ÷åòûpåõìåpíàÿ òêàíü
Áîëà ãpàññìàíèçóåìà. Íàïîìíèì [1], ÷òî ãðàññìàíèçóåìîé íàçûâàåòñÿ òðè-òêàíü
W (r, r, r), ýêâèâàëåíòíàÿ ãðàññìàíîâîé òêàíè, à ïîñëåäíÿÿ ïîpîæäàåòñÿ íà ãðàñ-
ñìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè ïðÿìûõ G(1, r+1) ïpîåêòèâíîãî ïpîñòpàíñòâà P r+1 òpåìÿ
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ãèïåpïîâåpõíîñòÿìè Xα, α = 1, 2, 3, ïpèíàäëåæàùèìè îäíîé ãèïåpêóáèêå. Òî÷êè
ãèïåpïîâåðõíîñòåé X1, X2 è X3 îïðåäåëÿþò ñâÿçêè ïðÿìûõ, êîòîðûå èçîápàæà-
þò ñëîè ñîîòâåòñòâåííî ïåpâîãî, âòîpîãî è òpåòüåãî ñëîåíèé òêàíè. Ñîãëàñíî [3]
ïðè r = 2, òî åñòü äëÿ ÷åòûpåõìåpíûõ òêàíåé Bm ãèïåpïîâåpõíîñòü X3 ÿâëÿåòñÿ
ïëîñêîñòüþ, à ãèïåpïîâåpõíîñòè X1 è X2 ïpèíàäëåæàò îäíîé è òîé æå êâàäpèêå
Q ïpîñòpàíñòâà P 3. Â [3] ÷åòûpåõìåpíûå òêàíè Bm êëàññèôèöèpîâàíû ïî âèäó
êâàäpèêè Q è åå âçàèìíîìó pàñïîëîæåíèþ ñ ïëîñêîñòüþ X3. Ïðè ýòîì ðàçëè÷à-
þò òêàíè òðåõ òèïîâ: ýëëèïòè÷åñêîãî (êâàäpèêà Q îâàëüíàÿ), ãèïåðáîëè÷åñêîãî
(êâàäpèêà Q êîëüöåâèäíàÿ) è ïàðàáîëè÷åñêîãî (êâàäpèêà Q ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì).
Îïðåäåëèì òèï òêàíè Bm, ïîðîæäàåìîé ëåâîé îáðàòíîé êâàçèãðóïïîé êâàçèãðóï-
ïû (18), èñïîëüçóÿ ñîîòâåòñòâóþùèå àíàëèòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè. Ïîñëåäíèå
ñâÿçàíû ñ òåíçîðàìè êðó÷åíèÿ è êðèâèçíû òðè-òêàíè.

Íàïîìíèì [1], ÷òî òåíçîðàìè êðó÷åíèÿ è êðèâèçíû ïðîèçâîëüíîé òðè-òêàíè
W (r, r, r) íàçûâàþòñÿ âåëè÷èíû aijk è bijkl, âõîäÿùèå â ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèÿ
òêàíè:

dω
1

i = ω
1

j ∧ ωij + aijkω1
j ∧ ω

1

k, dω
2

i = ω
2

j ∧ ωij − aijkω2
j ∧ ω

2

k,

dωij = ωkj ∧ ωik + bijklω1
k ∧ ω

2

l,
(19)

i, j, k, ... = 1, r. Â óðàâíåíèÿõ (19) ω
1

i è ω
2

i � ôîðìû Ïôàôôà, êîòîðûå îáðàçóþò áà-

çèñ â ïðîñòðàíñòâå äèôôåðåíöèàëüíûõ 1-ôîðì ìíîãîîáðàçèÿM, íåñóùåãî òêàíü

W (r, r, r), ïðè ýòîì ω
1

i = f̄ ijdx
j , ω

2

i = f̃ ijdy
j , f̄ ij =

∂f i

∂xj
, f̃ ij =

∂f i

∂yk
, à f = (f i) �

ôóíêöèÿ òêàíè. Ñëîåíèÿ òðè-òêàíè W (r, r, r) çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿìè:

λ1 : ω
1

i = 0, λ2 : ω
2

i = 0, λ3 : ω
3

i def≡ ω
1

i + ω
2

i = 0.

Èçâåñòíî [1], ÷òî êîìïîíåíòû òåíçîðîâ êðó÷åíèÿ è êðèâèçíû ìîæíî âû÷èñëèòü
ïî ôîðìóëàì:

aijk = Γi[jk],

bijkl = −
∂Γikj
∂ym

g̃ml +
∂Γijl
∂xm

ḡmk + ΓimjΓ
m
kl − ΓijmΓmkl − ΓimlΓ

m
kj + ΓikmΓmjl ,

ãäå Γijk = − ∂2f i

∂xl∂ym
ḡlj g̃

m
k , (ḡij) è (g̃ij) � îáðàòíûå ìàòðèöû äëÿ ìàòðèö (f̄ ij) è (f̃ ij)

ñîîòâåòñòâåííî.
Ïî ýòèì ôîðìóëàì íàéäåì òåíçîðû êðó÷åíèÿ è êðèâèçíû ÷åòûðåõìåðíîé òðè-

òêàíè Bl, îïðåäåëÿåìîé óðàâíåíèÿìè (18), â êîòîðûõ ïðåäâàðèòåëüíî ïåðåîáîçíà-
÷èì: a→ x, b→ y, c→ z. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

a1
14 =

ey
4−x4 − ex4−y4

2(ex4−y4 + ey4−x4)
, b1144 = − 2

(ex4−y4 + ey4−x4)2
, (20)

a1
41 = −a1

14, b
1
414 = −b1144, à îñòàëüíûå êîìïîíåíòû ðàâíû íóëþ.

Äàëåå ðàññìîòðèì òêàíü Bm, êîòîðàÿ ïîðîæäàåòñÿ ëåâîé îáðàòíîé êâàçèãðóï-
ïîé êâàçèãðóïïû (18). Ïðè óêàçàííîì ïðåîáðàçîâàíèè ïàðàñòðîôèè òåíçîðû êðó-
÷åíèÿ ãijk è êðèâèçíû b̃ijkl òêàíè Bm ïîëó÷àþòñÿ èç ñîîòâåòñòâóþùèõ òåíçîðîâ
òêàíè Bl ñëåäóþùèì îáðàçîì [1]:

ãijk = −aijk, b̃ijkl = −bilkj .
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Îòñþäà ñ ó÷åòîì (20) äëÿ òêàíè Bm íàõîäèì íåíóëåâûå êîìïîíåíòû:

ã1
14 = − ey

4−x4 − ex4−y4

2(ex4−y4 + ey4−x4)
, b̃1441 =

2

(ex4−y4 + ey4−x4)2
. (21)

Ïîñêîëüêó ÷åòûðåõìåðíàÿ òêàíü Bm ãðàññìàíèçóåìà (ñì. âûøå), òî äëÿ íåå âû-
ïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà [1]:

ãijk = ajδ
i
k − akδij , b̃ijkl = bjkδ

i
l − bjlδik.

Èç íèõ â ñèëó (21) ïîëó÷èì ñëåäóþùèå íåíóëåâûå êîìïîíåíòû:

a4 =
ey

4−x4 − ex4−y4

2(ex4−y4 + ey4−x4)
, b44 =

2

(ex4−y4 + ey4−x4)2
. (22)

Ñîãëàñíî [3] òêàíè ýëëèïòè÷åñêîãî, ãèïåðáîëè÷åñêîãî è ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà
õàðàêòåðèçóþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî óñëîâèÿìè: |bij | > 0, |bij | < 0, |bij | = 0. Äëÿ
ðàññìàòðèâàåìîé òêàíè Bm èìååì:∣∣∣∣ 0 0

0 b44

∣∣∣∣ = 0,

çíà÷èò, ýòî òêàíü ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà (êâàäpèêà Q ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì).
Îïðåäåëèì âçàèìíîå pàñïîëîæåíèå êîíóñà Q è ïëîñêîñòè X3, êîòîðûå çàäàþò-

ñÿ â ïpîñòpàíñòâå P 3 ñîîòâåòñòâåííî óðàâíåíèÿìè [3]:

bijx
ixj − 2x0x3 = 0,

x0 − 2aix
i − x3 = 0,

i, j = 1, 2. Ïîëàãàÿ
x4

x3
= t è ó÷èòûâàÿ (22), çàïèøåì ýòó ñèñòåìó â âèäå:

b44(t)2 − 4a4t− 2 = 0,
x0 = 2a4x

4 + x3.
(23)

Ïåðâîå èç óðàâíåíèé ñèñòåìû (23) èìååò äâà ðàçëè÷íûõ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ,
òàê êàê â ñèëó (22) åãî äèñêðèìèíàíò D = (−4a4)2 + 8b44 > 0. Ýòè êîðíè îïðåäå-
ëÿþò äâå äåéñòâèòåëüíûå ïðÿìûå, ïî êîòîðûì ïëîñêîñòü X3 ïåðåñåêàåò êîíóñ Q.
Ïîýòîìó ñîãëàñíî [3] ðàññìàòðèâàåìàÿ òðè-òêàíü Bm ÿâëÿåòñÿ òêàíüþ êëàññà Π3.

Ýòîò ôàêò ìîæíî óñòàíîâèòü èíà÷å, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ðàáîòû [4], â êî-
òîðîé íàéäåíû óðàâíåíèÿ âñåõ ÷åòûðåõìåðíûõ òðè-òêàíåé Bm ïàðàáîëè÷åñêîãî
òèïà. Ïîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé íàìè òêàíè Bm ìîãóò áûòü ïðè-
âåäåíû ê âèäó, ñîîòâåòñòâóþùåìó êëàññó Π3. Äëÿ êâàçèãðóïïû (18) íàéäåì óðàâ-
íåíèÿ ëåâîé îáðàòíîé êâàçèãðóïïû (îíà îïðåäåëÿåò òêàíü Bm), çàòåì ïîëîæèì

a1e−a
4

= ã1, ea
4

= ã4, e
1
2 b

4

= b̃4, e
1
2 c

4

= c̃4, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ òêàíè
êëàññà Π3 [4]:

ã1 =
c1 + b1

(c̃4)2 + (b̃4)2
, ã4 = c̃4b̃4.
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Ïîñêîëüêó ïåðâûå òðè óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (16) èìåþò îäèíàêîâûé âèä, òî ïðî-
âåäåííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ áóäóò ñïðàâåäëèâû äëÿ êàæäîé ÷åòûðåõìåðíîé òðè-
òêàíè, îïðåäåëÿåìîé ëþáûì èç ýòèõ óðàâíåíèé è ÷åòâåðòûì óðàâíåíèåì ñèñòåìû
(16). Òàêèì îáðàçîì, âåðíî

Ïðåäëîæåíèå 2. Âîñüìèìåðíàÿ ëåâàÿ òðè-òêàíü Áîëà B∗l , îïðåäåëÿåìàÿ
ñåðäöåâèíîé (16) òêàíè Ìóôàíã (14), èìååò òðè ýêâèâàëåíòíûõ ÷åòûðåõìåð-
íûõ òðè-ïîäòêàíè Bl âèäà (18), äëÿ êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùèå òêàíè Bm, ïî-
ëó÷àåìûå ïðåîáðàçîâàíèåì ïàðàñòðîôèè, áóäóò òêàíÿìè ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà
êëàññà Π3.
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